SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska matematikersamfundet

Kuvalificeringstavling den 27 september 2011

Forslag till losningar

1. En medeltida stad dr omgiven av en hog stadsmur. Muren bestar av raka partier
som i hornen bildar rata vinklar med varandra. Pa dess ovansida finns en vig som
inte skar sig sjialv och som regelbundet patrulleras av vakter. Det ar kint att en vakt
borjar och slutar sin runda pa samma stélle mitt pa ett rakt parti (mitt emellan tva
horn), att han vid sin rundvandring hela tiden har staden pa sin vénstra sida, samt
att han svinger hoger 30 ganger. Hur manga ganger svinger han vinster?

Lésning 1: Villkoret att vakten hela tiden har staden pa sin vénstra sida betyder
att han gar moturs under sin vandring. En vinster- och en hégersving tillsammans
ger ingen nettodndring i vaktens riktning. For att komma tillbaka till startpunkten
behover han svinga vinster fyra ganger netto. Alltsa behéver vakten dels 30 vinster-
sviangar for att kompensera de 30 hogersvingarna, dels fyra vinstersvingar for att
komma runt, sa han svinger vinster 34 ganger under en runda.

Efter en hogersving kan man aterstilla riktningen dven genom att svinga hoger tre
ganger till; man kan dock inte komma runt pa det viset, i och med kravet att vigen
inte skir sig sjialv. Det dr dock svart att ge ett stringent bevis for detta, och vi avstar
fran det.

Om vakten gor 30 hogersvingar pa n rundor, sa kommer han att behova gora 304 4n
vanstersviangar; hir maste n vara en delare till 30.

L6sning 2: Under sin rundvandring gar vakten moturs lings en n-hérning med vin-
klar 90° och 270°. Varje hogersving motsvarar en 270°-vinkel, och varje vinstersving
motsvarar en 90°-vinkel. Summan av alla vinklar i en n-hoérning ar (n — 2) - 180°.
Om vakten svingt hoger 30 ganger, sa har han svingt vinster n — 30 ganger. For
n-hoérningens vinkelsumma far vi da

(n—2)-180° = (2n—4)-90° = 30-270°+(n—30)-90° = (30-3+n—30)-90° = (n+60)-90°,

vilket, ger ekvationen 2n — 4 = n + 60 fér n. Ur den far vi att n = 64, vilket betyder
att vakten svianger vanster 64 — 30 = 34 ganger under en runda.

Den andra losningens skenbara enkelhet beror pa att man anvinder formeln for vinkel-
summan i en n-hérning. Denna formel &r dock inte 1dtt att bevisa for en godtycklig
icke-konvex n-horning.

2. Antalet elever i en gymnasieskola dr 1300. Vissa elever sjunger i skolkéren, medan
somliga elever trénar friidrott. En fjardedel av dem som trénar friidrott sjunger dven
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i koren, medan andelen elever som trénar friidrott bland dem som sjunger i koéren
ar fyra ganger sa stor som andelen elever som trianar friidrott bland dem som inte
sjunger i kéren. Hur manga elever sjunger i skolans kor?

Losning: Lat f vara antalet elever som trinar friidrott, lat « vara antalet elever som
sjunger i koren, och beteckna slutligen med s antalet elever som bade sjunger i kéren
och tranar friidrott. De givna villkoren kan da skrivas som

S S f—s

S:—7 —:4—
4 x 1300 — z

Vi har alltsa att f = 4s, och division av bada leden i den andra likheten med s ger

1 4(4s—s) 12

z  s(1300 —z) 1300 — =z’

vilket ger 122 = 1300 — z, och slutligen = = 100.

3. Finn alla reella l6sningar till ekvationssystemet

r+y—z = 2
?yr—22 = 0,
TYz = 060.

Losning: Ur den forsta ekvationen far vi  +y = 2 + z, vilket medfor 22 + ¢* =
4 4+ 4z + 2% — 2xy. Det dr uppenbart att det inte finns 16sningstriplar med z = 0, s&

att den sista ekvatinen ger zy = —. Vi kan nu sétta in 2% +y* = 4 + 42 + 2% — 120
i den andra ekvationen, och far : N
4+4z+z2—%—22:0,

vilket ger en andragradsekvation for z
2242 -30=0,
med l6sningar z; = 5 och 2z = —6. Var och en av dessa tva losningar ger ett

ekvationssystem for x och y.

For z; =5 far vi
r+y="7, xy = 12,

som har l6sningarna ) = 3, y; =4, och 2] =4, y/ = 3.

For z9 = —6 far vi

r+y=—4, xy = —10,
som har losningarna x5, = —2 + 14, ¢y} = —2 — /14, och 2§ = -2 — V14, y) =
-2+ V14

Eftersom vi bl.a. kvadrerat under 16sningens gang, maste vi sitta in 16sningarna och
verifiera att det verkligen handlar om l6sningar till det ursprungliga systemet. Vi gor
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det med l6sningstrippeln (—2 — /14, =2+ /14, —6) och 6verldmnar 6vriga at ldsaren
(observera att man kan anvinda symmetri for att slippa rdkna mycket):

ryz = (4 — 14)(—6) = 60;
r+y—z=-2—-V14-2+V14—(—6) =2;
4y =22 =4-2V/144+144+4+2V14+ 14 - 36 = 0.

Det visar sig att alla fyra tripplarna &ar 16sningar till det ursprungliga systemet, alltsa
har systemet losningarna (3,4,5), (4,3,5), (—=24+v14, —2—+/14, —6), (—2— /14, =2+
V14, —6).

4. I fyrhoérningen ABCD &r |AC| = 2|BC/|. Vidare géller /ZABD = /DBC = /DAC.
Man vet att ZADC = 90°. Bestam fyrhérningens dvriga vinklar.

Losning 1: Likheten /DAC = /DBC medfor enligt omvindningen till randvinkel-
satsen att fyrhérningen ABC'D ir inskriven (d.v.s. att de fyra punkterna A, B,C, D
ligger pa en cirkel). Randvinkeln /ADC &r rit, vilket betyder att AC' &r diameter
i den omskrivna cirkeln, vilket i sin tur ger att &ven /ABC' ar rit. Triangeln ABC
ar alltsa ratvinklig med rit vinkel vid B, och med en katet, BC, som &ar hélften
sa lang som hypotenusan AC. Vi kan da dra slutsatsen att /BAC = 30°, och
/BCA = 60° (det ror sig om "en halv liksidig triangel™). Ur villkoret for vinklarna

far vi att /ABD = /DBC = %ZABC =45° = /DAC, sa att /DAB = 45° + 30° =
75°, LABC =90°, och /BCD = 360° — 75° — 2 - 90° = 105°.

Losning 2: Inf6ér beteckningen ¢ = /DBC = /DBA = /DAC. Forling strackan
CB till CE sa att |CE| = 2|CB| = |CA|. Ur AACD har vi |CD| = |CA|singp =
\CD|  |BC|

2|BC|sin . Sinussatsen for ADCB ger sng  sm/CDB Tillsammans ger de

1
tva likheterna att sin /CDB = 2 och eftersom /CDB < /CDA = 90°, far vi att
/CDB = 30° och /BDA = 60°. Nu kan vi ur ADAB berikna /CAB = 180° —60° —
2¢p = 120°—2¢p. Om vi tittar pa AABC, ser vi att ZACB = 180° —2¢p— (120°—2¢p) =
60°. Det betyder att triangeln AC'E inte bara ar likbent, utan dven liksidig. Da kan

vi dra slutsatsen att medianen AB mot sidan CE &ven ar hojd mot CE, sa att
/ABC = 90°. Losningen avslutas som ovan.

5. Visager att varje positivt heltal N har en familj som bestar av N samt alla positiva
heltal man kan fa genom att ordna om N:s siffror, utom dem som vid omordningen far
en nolla som forsta siffra. (T.ex. har talet 101 familjen {101, 110}.) Vi séger ocksa att
N:s familj gillar det positiva heltalet p om N eller nagot annat tal i familjen ar delbart
med p. (Alla tal som familjen ovan gillar ar 1,2,5,10,11,22,55,101,110.) Bestédm alla
tresiffriga tal vars familjer gillar samtliga udda tal mindre &n 12.

Losning: Ett tal, skrivet i positionssystem mad basen 10, ar delbart med 9 om och
endast om summan av dess siffror ar delbar med 9. Eftersom minst ett tal i var och en
av de efterfragade familjerna ar delbart med 9, och eftersom siffersumman inte d&ndras
ndr man ordnar om siffrorna, far vi att alla tal i dessa familjer maste vara delbara
med 9. Dessutom maste nagot tal i varje sadan familj vara delbart med 11, alltsa har
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varje familj en representant som &ar delbar med 99. Talen maste vara tresiffriga, sa
vi maste undersoka familjerna som genereras av 198, 297, 396, 495, 594, 693, 792,
891, 990. Eftersom en representant i varje familj maste vara delbar med 5, &r det
bara de tal som innehéller 5 och/eller 0 som &r intressanta. Vi behover alltsa en-
dast understka familjerna som genereras av 495 och 990 (talen 495 och 594 tillhor
samma familj). Vi vet redan att dessa familjer gillar 3,5,9,11. Talet 945 &r delbart
med 7, sa familjen {495,459, 549,594,945, 954} uppfyller de stillda kraven. Talet
990 har en familj som bestar av 990, 909. Inget av dessa tva tal &r delbart med 7.
Den enda familjen av tresiffriga tal som gillar alla udda tal, mindre &n 12, ar alltsa
{495,459, 549, 594, 945,954}. Den genereras av vilket som helst av sina element.

6. Ar det mojligt att dela upp de positiva heltalen i tva oéindliga méngder A och B
som inte har nagot tal gemensamt och som &r sadana att summan av 2011 godtyckligt
valda olika tal fran A ligger i A och summan av 2011 godtyckligt valda olika tal fran
B ligger i B? Vad blir svaret om man pa bada stéllena byter ut 2011 mot 20127

Losning: Det dr mojligt for 2011: vilj A = {alla jaimna positiva tal}, och B = {alla
udda positiva tal}. Summan av ett godtyckligt antal jimna tal ar ett jimnt tal, medan
summan av ett udda antal udda tal dr ett udda tal. Pastaendet foljer, eftersom 2011
ar udda.

Vi ska visa att det inte ar mojligt om man byter ut 2011 mot 2012. Lat oss anta
motsatsen. Vi ska forst visa att oavsett hur man véljer A och B, sa finns det oédndligt
manga par av tal x,x + 1 och y,y + 1 sadana att = ligger i A, x + 11 B; y ligger
iB,y+1iA. For varje ai A finns b i B sadant att b > a, eftersom mangden B
ar odndlig. Valj b som det minsta elementet i B som &r storre dn a; da ar det sa
att © = b — 1 tillhor A, medan x + 1 = b tillhor B. Eftersom A ocksa ar odndlig,
finns ett element i A som &r stérre dn b, och vi kan upprepa processen for att fa
odndligt manga par av typen z,xr 4+ 1. Exakt samma resonemang géller om vi tar

ett element ur B som utgangspunkt. Vi kan alltsa vilja tal ai,as,...,a%012 1 A,
och b17bg, . ,bgom 1 B7 sa att b1 = a1 + 1,b3 = a3 + ]_, .. .b2011 = Q9011 + 1, medan
b2 = a9 — 1, b4 = Q4 — 1, ey b2012 = 9012 — 1. Enhgt vart antagande maste a =

a1+ as + - - - + asore tillhora A, och b = by + by + - - - 4 byg12 maste tillhora B, men det
ar omojligt, eftersom konstruktionen medfor att a = b, och det var givet att A och B
saknar gemensamma element. Motsidgelsen visar att en uppdelning med egenskaperna
som beskrivs i uppgiften inte dr mojlig for 2012.



