SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska Matematikersamfundet

Finaltavling den 20 november 2010

Forslag till losningar

Problem 1. Finns det en triangel vars tre héjder har matten 1, 2 respektive 3
langdenheter?

Losning. Lat T beteckna triangelarean. Trianglarnas sidor har da langderna 27", T',
%T resp. Enligt triangelolikheten géller att summan av tva sidoldngder, vilka som
helst, alltid 6verstiger den tredje sidans langd, dvs om sidlangderna ar a, b och ¢, sa
galler a +b > ¢, a+ ¢ > b och b+ ¢ > a. Men for den aktuella triangeln galler inte
detta 6verallt; vi har namligen T + %T = %T < 2T. Det finns alltsa ingen triangel
med de givna hojdmatten.

Svar. Nagon sadan triangel finns inte.

Problem 2. Betrakta fyra linjer y = kx — k? for olika heltal k. Fyra olika punkter
(x;,y;) ar sadana att var och en tillhor tva olika linjer och pa varje linje ligger precis
tva av dem.

Lat 1 < x5 < x3 < x4. Visa att x1 + x4 = xo + 23 och y1ys = Y2y3.

Lésning. Lat (7,y) vara en gemensam punkt till linjerna y = kz —k? och y = lz —[2,
k # 1. Da ér
pk=0)=k -1 = z=k+l=>y=klz—k) =kl
Lat y = iz —i2 och y = jz—j2 vara de tva aterstaende linjerna (4, j, k, [ &r olika heltal).
Om (k+1, kl) ar en av de fyra punkterna maste exakt en av de évriga punkterna ligga
pa linjen y = kx — k% och exakt en pa linjen y = Iz — [?. Av dessa bada ska den ena
ligga pa linjen y = iz — i och den andra pa linjen y = jz — j2. Skirningen mellan
linjen y = iz — i% och linjen y = jz — j2 maste foljaktligen vara den fjirde punkten
och vi kan utan inskriankning anta att punkternas koordinater &ar
(k+ 1, kL), (i+j,i5), (i + k,ik), (5 +1,51) .

(Vart och ett av heltalen i, j, k, [ forekommer i exakt tva av koordinaterna.)
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(Anm. y-skalan &r nagot hoppressad i forhallande till xz-skalan i figuren for att ge
béttre 6verskadlighet. )

Vi kan utan inskrdnkning anta att k 4+ [ 4r den minsta summan. Det foljer att
k4+1<i+k, varavl <id,och k+1 < j+1, varav k < j. Saval ¢ + k som j + [
ar darfor < i+ 7, dvs ¢ 4+ j dr den storsta summan. Det géller alltsé att x1 + x4 =
(k+0)+(+j)=(G(+k)+ (j+1) =22+ x3 (vi behover inte bekymra oss om vilken
summa som ar storst av ¢ + k och j + 1), samt att y1ys = (kl)(ij) = (ik)(51) = y2ys.
Pastaendet &r darmed visat.

Problem 3. Finn alla naturliga tal n > 1 sadana att det finns ett polynom p(z) med
heltalskoefficienter for vilket p(1) = p(2) = 0 och dér p(n) &r ett primtal.

Losning. Betrakta polynomet p(x) = ag + a1z + asx? + ...+ amx™, dir ag, a1, as,
..., @y ar hela tal. Bilda differensen mellan p(r) och p(s) for heltalen r och s:

ar(r —s) +as(r® —s?) + ...+ apm(r™ —s™).

Koefficienten for ax, r* — s*, kan for k = 1,2, ..., m skrivas som en produkt av tva
heltal dar den ena faktorn ar r — s:

(rk —sF) = (r — s)(r* 4 rF 2 P32 1 frsh T2 AL,

dvs r—s ar en delare till p(r)—p(s). Antag att villkoren i uppgiften ar uppfyllda. Forst
observerar vi att n > 2. Det géller da att n—1 &r en positiv delare till p(n) —p(1) = ¢
och n — 2 en positiv delare till p(n) — p(2) = ¢, dar ¢ &r ett primtal. Men till ett
godtyckligt primtal ¢ finns bara de positiva delarna 1 och q och vi maste han—2=1
och n—1 = g, vilket ger n = ¢+ 1 = 3 och ¢ = 2. For att villkoren ska vara uppfyllda
maste alltsa n = 3 och ¢ = 2. Det aterstar att visa att det existerar ett polynom med
nimnda egenskaper; ett sadant #r p(z) = (z — 1)(z — 2) = 22 — 3z + 2.

Svar. n = 3.

Problem 4. Vi skapar en talfoljd genom att sdtta a; = 2010 och krava att a,
ar det minsta tal som &r storre &dn a,_; och dessutom &ar delbart med n. Visa att
@100, @101, G102, - - - bildar en aritmetisk talfoljd.

Losning: Vi borjar med att konstatera att a,, — a,_1 < n, sa

a100 < agy + 100 < ags + 100+ 99 < ... < a; + 100+ 99 + ... + 2
= 2010 4 19299 < 100*.

Detta visar att ai1gp = 100k, for nagot £ < 100. For detta k ar foljden 100k, 101k,
102k, ... en aritmetisk talfcljd: den allménna termen &r nk for n > 100. Men mellan
tva successiva termer nk och (n + 1)k ar differensen k£ < 100 < n + 1. Mellan nk
och (n + 1)k kan det foljaktligen inte finnas nagot tal som &ar delbart med n + 1
for n > 100. Namnda aritmetiska f6ljd maste darfor vara identisk med den sokta
talfoleen aioo, @101, @102y - - --

Anm. 1 sjilva verket ar pastaendet sant for n > 50. Det géller ndmligen att aq9 =
2549, aso = 2550, as; = 2601, ase = 2652 osv. Vi har har en aritmetisk serie med
differensen k=51. Talf6ljden for n > 100 inleds med aig9 = 5100, a1 = 5151,
ajp2 = 5202 osv.



Problem 5. Betrakta méngden av trianglar dér sidlangderna uppfyller
(a+b+c)la+b—c)=2b"

Bestam vinklarna i den triangel for vilken vinkeln mitt emot sidan med léngden a &r
s& stor som mojligt.

Losning. Lat hornen som star mot sidorna med langderna a, b, ¢ vara A, B, C resp.
Vi betecknar vinkelmatten med samma bokstéver som triangelns horn.
Villkoret kan alternativt skrivas (a + b)% = 2b% + ¢? eller

(1) a®> = b+ ¢* — 2ab.

Enligt cosinussatsen géller ocksa

(2) a’? =b>+c* —2bc-cos A.

Om vi kombinerar (1) och (2) finner vi att villkoret ocksa kan skrivas som

(3) 2ab:2bc-cosA<:>cosA:%.

Eftersom a, b, ¢ ar positiva storheter ar cos A positiv, vilket betyder att vinkeln vid
A ar < 90°. Enligt sinussatsen géller vidare att

() a <:>2_SinA
sin A sin C ¢ sinC’

Av (3) och (4) foljer att tan A = sin C'. Vinkeln A &r maximal nér tan A &r sa stor
som mojligt och vi finner att 0 < tan A < 1 med likhet om och endast om sin C =1,
dvs niar A = 45° och C' = 90° samt B = 45°. For denna triangel géller a = b och
¢ = v/2b och insittning visar att villkoret &r uppfyllt.

Alternativ losning. Efter att ha noterat sambandet (3) och konstaterat att 0 < A <
90° kan vi anvinda foljande geometriska resonemang. Lat oss fixera a och variera
b och c i forhallande till a. Lat D vara fotpunkten till hojden mot AC eller dess
forlangning och lat métetalet for hojden vara h (varierar ndr b och c¢ varierar). Att
maximera vinkeln A ar ekvivalent med att maximera tan A.
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Vi observerar att matetalet for héjden inte kan overstiga langden av sidan BC' och vi
far "
tan A = — < a_ 1,
a” a
med likhet om och endast om h = a, vilket intréaffar ndr D sammanfaller med C' (och
endast da), dvs nér triangeln ABC ar rét med rét vinkel vid C. Men tan A =1 &

A = 45°. Det betyder att vinkeln vid B ar 45°.



Svar. Den sokta maximala vinkeln ar 45°. De bada 6vriga vinklarna &r 45° och 90°.

Problem 6. Ett dndligt antal rutor pa ett odndligt rutat papper ar malade roda.

Visa att man pa papperet kan rita in ett antal kvadrater, med sidor utefter rutnétets

linjer, sadana att:

(1) ingen ruta i nétet tillhor mer &n en kvadrat (en kant kan daremot tillhéra mer
an en kvadrat),

(2) varje rod ruta ligger i nagon av kvadraterna och antalet réda rutor i en sadan
kvadrat ar minst é och hogst % av antalet rutor i kvadraten.

Losning. Eftersom antalet roda rutor ar andligt, gar det att for nagot n > 1 hitta
en kvadrat med sidan 2" sadan att samtliga réda rutor befinner sig i kvadraten. Lat

p(n) vara andelen rutor nér sidlingden &r 2". Lat oss vilja det minsta heltalet n for

vilket alla réda rutor inneslutes. Om r(n) > %, bildar vi i stéllet en kvadrat med

sidan 2"t!. Vi har da fyra ganger si ménga rutor och vi far + < r(n+1) < . Se

nedanstaende exempel med n = 2, dir roda rutor &r markerade med punkter.

r(2) =
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Om fér nagot n > 1 alla roda rutor inneslutes i en kvadrat sa att r(n) < %, delar vi in
kvadraten i fyra delkvadrater med sidan 2"~!. For varje sadan delkvadrat giller att
r(n—1) < 2, ty om det for ndgon delkvadrat giller att r(n—1) > 2, maste r(n) > 1
i foregaende steg, motsagelse.

Betrakta en delkvadrat i taget. Om r(n — 1) > & fér ndgon delkvadrat har vi dstad-
kommit en kvadrat av énskat slag. Om déremot r(n — 1) < % for nagon delkvadrat,
fortsdtter vi proceduren genom att dela in kvadraten i fyra mindre delkvadrater med
sidan 2772, Vi kan pa detta sitt gora en fortsatt indelning i mindre delkvadrater tills
alla réda rutor innesluts i kvadrater sadana att kvoten réda rutor uppfyller villkoren.
Den minsta kvadrat som vi pa detta sétt kan bilda har sidan 2. Vi behover bara ta
hénsyn till kvadrater som innehaller minst en réd ruta; om en kvadrat med sidan 2
innehaller minst en och hogst tre réda rutor &r villkoren uppfyllda. Vi noterar att
fallet med fyra roda rutor i en delkvadrat med sidan 2 aldrig ar aktuell, eftersom vi
da i foregaende steg maste ha haft en kvot som Overstiger % I nedanstaende figur ges
ett exempel dar vi startar med en kvadrat med sidan 23.
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I figuren till vénster har vi 12 réda rutor av totalt 64, vilket ger (3) = % < % Vi gar
darfor vidare till figuren i mitten, dér vi har fyra delkvadrater, for vilka tva uppfyller
villkoren: NV och SO. De bada 6vriga, NO och SV, gor det inte, vilket leder till
fortsatt indelning i delkvadrater.



Vi har i detta fall fatt tva kvadrater med sidan 4, dar andelen réoda rutor ar % i bada
fallen, och tva delkvadrater med sidan 2, dar andelen réda rutor ar % resp.% .



