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1. [ en triadgard finns ett L-format staket, se figur. Till sitt forfogande har man dessutom
tva fardiga raka staketsektioner som &r 13 m respektive 14 m langa. Fran punkten A vill
man avgrinsa en del av tridgarden med area minst 200 m?. Gar det att gora?

A

20m

20m

Lo6sning. Ja, man kan till exempel bygga det som i figuren nedan. Vilj striackan = sadan
att 22 + 20% < 272 for att uppfylla triangelolikheten. Ta till exempel x = 15 for att
underlédtta berdkningarna. (Det optimala valet av x &r ungefar 15.83.)

Da blir den streckade strickan 25 m och arean av den lilla triangeln (med Herons formel)
Ap =V/26-1-13 12 = 26V/6

Den totala avgrdnsade arean ar saledes A = 150 + 26/6. Fragan ar om 2616 > 50, men
eftersom

(50)2 B <25>2 B 625 - 1029 6
26/  \13 N

T 169 169
s& ar det sant.

20m

2. Avgor om olikheten

V22 + 22 +5— Va2 —4x + 8| < 3
galler for alla reella tal x.

Losning 1. Vi observerar att

\/x2+2l‘+5—\/m2—4gj—|—8‘:‘\/(x+1)2+22_\/(x_2)2+22 ’
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vilket kan tolkas som absolutbeloppet av skillnaden mellan avstandet mellan (—1,0) och
(x,2) och avstandet mellan (2,0) och (z,2). Enligt triangelolikheten &r summan av tva
sidors langder i en icke-degenererad triangel alltid strikt storre &n den tredje sidans langd.
Avstandet mellan (—1,0) och (2,0) &r 3, och det foljer att olikheten géller for alla reella
x.

Losning 2. (skiss) Forlingning med vénsterledets konjugat (> 0) ger den ekvivalenta
olikheten

122 — 1| < Va2 + 22 + 5+ Va2 —4x + 8.

Efter kvadrering (bada leden &r icke-negativa) och omflyttning av termer far vi

2? — 1 —6 < \/(22 + 27 +5)(22 — 4z + 8) .

Vi ska undersoka olikheten |22 —x — 6] < \/(22 + 22 + 5) (2% — 4z + 8), som, om den visar
sig galla, kommer att implicera den ursprungliga olikheten. Kvadrering, omflyttning av
termer och férkortning med 4 ger den ekvivalenta olikheten (2z —1)? > 0. Den dr sann for

1 1
alla reella x # 2 och implicerar darmed den ursprungliga olikheten for alla reella x # 7

1
Direkt inséttning ger att den givna olikheten stdmmer &ven for x = 3 (0 < 3), och vi har

dérmed visat pastaendet.

3. Fyrhorningen ABCD ér ett parallelltrapets, ddr AB||C'D. Trapetset dr inskrivet i en

cirkel med radie R och medelpunkt pa sidan AB. Punkten E ligger pa den omskrivna
AE 3

cirkeln och ar sadan att ZDAFE = 90°. Givet att 1B =1 berdkna langden av parallell-

trapetsets sidor.

Losning 1. Av randvinkelsatsen och alternatvinklars likhet foljer att parallelltrapetset
ar likbent.

D C

Vinklarna ADB och ACB ér réta, eftersom de star pa en diameter. Da géller att AE||BD,
och ZEAB = ZABD, och vi far att trianglarna ABFE och BAD é&r kongruenta. Det med-
for att AE = BD (= AC). Beteckna diagonalernas skdrningspunkt med F'. Trianglarna
ABF och CDF ér likformiga enligt topptriangelsatsen, och vi far

CD DF BD-BF AE- BF
AB BF  BF  BF
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Trianglarna AEFO och ABF é&r ocksa likformiga, enligt det tredje likformighetsfallet

(vinkel — vinkel), s att
AE _AE _OE R 3

AB 2R BF BF 4

4
Vi far att AE = ﬁ, BF = —R, och dérmed att CD = ? Benens ldngd kan nu berdknas

2 3
med Pythagoras sats, AD = BC' = RTﬁ

3R
Losning 2. Vi noterar aterigen att parallelltrapetset ar likbent, samt att AF = 5 Ur
den ratvinkliga triangeln DEA far vi, med hjilp av Pythagoras sats, att AD = BC =

RV7

— Som tidigare far vi att BD = AFE. Beteckna med DH &r héjden mot hypotenusan

i NAABD. Da giller att DH - AB = BD - AD, vilket ger DH = %\ﬁ Av symmetriskal

TR
far vi nu att 2AH = AB — CD = 2y/AD? — DH? = R och det ger lingden av den
aterstaende sidan, CD = 2R — % = g

4. For vilka primtal p ar talet p+ 1 lika med produkten av alla de primtal som &r mindre
an p?

Losning 1. Det &r 1att att se att den enda l6sningen med p < 8 ar p = 5.

Antag nu att p > 8 &r en l6sning. Lat ¢ vara ett primtal som delar p — 2. Dérmed géller
q < p, och da delar g ocksa p + 1. Det betyder att ¢ = 3, sa att p — 2 = 3". Pa samma
sitt fas att p—6 = 7. Detta ger 3" = 7" +4, men modulo 3 betyder detta att 0 = 1+ 1,
och vi har kommit fram till en motségelse.

Déarmed &r p = 5 den enda l6sningen.

Losning 2. Lat ¢ vara en udda primfaktor i p — 1. Da maste ¢ dven vara en faktor i
p+ 1, sa att det finns heltal s,t, sddana att sqg = tq + 2, eller (s — t)qg = 2, vilket &r
omdjligt. Det betyder att p — 1 = 2%, fér nagot k € N, och diarmed att p = 2* + 1. Det
ar uppenbart att p = 3 inte ar en 16sning. Dérfor maste p + 1 vara ett tal, delbart med
3. Likheten p + 1 = 2¥ 4+ 2 modulo 3 betyder att k maste vara ett jimnt tal. Vi har nu
att p+1=4(2"2+1) —2. Om 7 ér en primfaktor i 2572 + 1 < p, s& maste r dela p + 1,
och foljaktligen maste r dela 2, det vill sdga r = 2. Det betyder i sin tur att den enda
mojligheten som aterstar att kontrollera ar k = 2. Direkt kontroll visar att p = 5 &r en
16sning, som alltsa ar den enda l6sningen.

5. Peter bestammer sig for att géra en ny multiplikationstabell for de fyra talen 1,2, 3,4
pa ett sadant satt att produkten av tva av dem ocksa ar ett av dem. Han vill ocksa att
(a-b)-c=a-(b-c) ska gilla och att ab # ac och ba # ca om b # c. Peter lyckas med det.
I hans nya tabell géller att 1-3 = 2 och 2-2 = 4. Vad &r produkten 3 - 1 enligt Peters
tabell?

Lo6sning. Observera att 2-3#4=2-2,2-3%#2=1-3, och att

2.3=3medfor4-3=2-(2-3)=2-3,



vilket &r omojligt. Darfor dr den enda méjligheten 2 - 3 = 1, vilket ocksa ger 4-3 =2 - 1.
Pa samma sétt, 1-2#4=2-21-2#2=1-3 och

1-2=1medfér1-4=(1-2)-2=1-2,

vilket ocksa &r omdjligt. Déarfor &r den enda mojligheten 1 -2 = 3, vilket ocksa ger
1-4=3-2.

Om1-1=1,8ablir1l-2=1-1-2=1-3, vilket & omdjligt. Déarfor &r 1 -1 = 4, och
1-4 =1 &ar den enda mojligheten. Da dr 3-2 =1, och 4 - 2 = 2 &ar den enda aterstaende
mojligheten. Da ar 2-4 = 2, och 2.1 = 3 &r den enda aterstaende mojligheten. Nu &r
3:-1=2-1-1=2-4=2, och vi ar klara.

6. Varje ruta i ett 13 x 13 rutnédt ar malad i svart eller vit farg. I ett drag far man vilja
en delkvadrat med storlek antingen 2 x 2 eller 9 x 9, och i denna delkvadrat farga alla vita
rutor svarta, samt farga alla svarta rutor vita.

Ar det alltid mojligt att efter ett antal sadana drag fa alla rutor svarta?

Losning 1. Vi ska visa att svaret pa fragan ar nej. Vi borjar med tva observationer:
(i) Alla drag &r kommutativa och varje drag dr omvént till sig sjélv.

(77) Om man efter ett antal drag far alla rutorna svarta, och om man sedan startar med alla
rutorna svarta och upprepar samma drag i omvand ordning, sa far man den ursprungliga
konfigurationen.

Av observationerna ovan foljer att man istéllet for den ursprungliga kan stélla den ekviva-
lenta fragan: kan man med utgangspunkt den helsvarta konfigurationen na vilken annan
konfiguration som helst, genom att genomfora dragen, beskrivna i problemformuleringen?

Det totala antalet konfigurationer dr 2!%°. Antalet 2 x 2 kvadrater #r 144, medan antalet
9 x 9 kvadrater dr 25. Fran en helsvart konfiguration kan man dérfor na till som mest
2144 . 925 — 9169 andra konfigurationer.

Vi kommer nu att visa att det finns flera séitt att vélja sekvenser av drag (minst ett
drag, och som innehaller varje drag hogst en gang) som inte dndrar konfigurationen, for
da kommer antalet konfigurationer som kan nas fran den helsvarta konfigurationen vara
mindre dn det totala antalet konfigurationer.

Viélj en 11 x 11 kvadrat A och gor ett drag av varje slag vid varje horn av A. Da har
varje ruta i A dndrat farg ett jamnt antal ganger. Resultatet ar alltsa den ursprungliga
konfigurationen av A.

Déarmed har vi visat att man fran den svarta konfigurationen inte kan fa alla mdojliga
konfigurationer, och ddarmed att det finns konfigurationer, fran vilka man inte kan na den
helsvarta konfigurationen.

Losning 2. Numrera raderna med tal fran 1 till 13. Observera att varje 9 x 9-delkvadrat
tacker 9 rutor i var och en av raderna 5, 6, 7, 8, 9. Lat A beteckna unionen av rad 6 och
7. Vi ska visa att pariteten av antalet vita rutor i A inte kan dndras av de tillatna dragen.

Varje gang en ruta i A malas om &ndras pariteten. Men om pariteten dndras ett jamnt
antal ganger ér den oftrédndrad. Vi vill darfor visa att pariteten dndras ett jamnt antal
ganger for varje drag, det vill sdga att varje 2 x 2-delkvadrat och varje 9 x 9-delkvadrat
tacker ett jamnt antal rutor i A.



En 2 x 2-kvadrat técker O eller 2 rutor i rad 6 och 7, sa den racker 0, 2 eller 4 rutor i A.
Hursombhelst técker den ett jamnt antal rutor i A. En 9 x 9-kvadrat técker 9 rutor i rad 6
och 9 irad 7, alltsa 18 totalt. Aven detta &r jamnt. Det innebér att pariteten av antalet
vita rutor i A inte kan dndras. Sarskilt forblir pariteten udda om den ar udda fran bérjan
(till exempel om bara rutan i mitten &r vit). Men sa ldnge pariteten &r udda finns det
minst en vit ruta. Darmed &r det inte alltid mdjligt att farga alla rutor svarta.



