SKOLORNAS MATEMATIKTAVLING
Svenska matematikersamfundet

Finaltavling den 19 november 2011

Forslag till [osningar

1. Bestdm alla positiva heltal k&, [, m och n, sadana att
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Loésning: Vi kan utan inskrdnkning anta att £ > [ > m. Da foljer att n < m, samt

att
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och déarmed att m! < 3n!. Det betyder att (n + 1)(n +2)---m < 3, vilket endast ar
uppfyllt for m =n+1 = 2, eller m = n+1 = 3. Vi kan nu reducera antalet obekanta

i den givna ekvationen till tva.
I det forsta fallet far vin =1, m =2, k,l > 2, och
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en omdojlighet.

I det andra fallet far vi n = 2, m = 3, och
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Nu foljer att

1 1 1 2

=4 <,
3 kT

och dérmed att [! < 6. De heltal [ for vilka detta géller &r [ = 2 och [ = 3. For [ =2
far vi
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vilket &r omojligt. For [ = 3 fas
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d.v.s. kK = 3. Den enda l6sningen (i miangden av alla positiva heltal) &r alltsa k = =
m=3, n=2.

2. Givet en triangel ABC| lat P vara en punkt innanfor triangeln sadan att |BP| >
|AP|, |BP| > |CP|. Visa att /ABC < 90°.

Losning: I en triangel dr vinkeln staende mot en storre sida storre dn vinkeln staende
mot en mindre sida. Eftersom |BP| > |AP| kan vi darfor dra slutsatsen att /ABP <
/BAP < [BAC, och eftersom |BP| > |CP| giller ocksa att Z.CBP < /BCP <
(BCA. Vi far att /ABC = /ABP+ /(CBP < /BAC + /BCA = 180° — LABC, sa
att /ABC < 90°.

3. Finn alla positiva reella tal x,y, z, sadana att
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Losning: Vi kan utan inskrédnkning anta att © <y, « < z. Likheten v — — =y — —
Yy z

kan skrivas som
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och likheten y — — = z — — kan skrivas som
z x
11 2222
VTET AT T T

Eftersom x < y, och talen ar positiva, far vi ur den foérsta likheten att z < y. Da har
vi att y — 2z > 0, sa att den andra likheten ger x > z, vilket betyder att x = 2. Det
foljer nu omedelbart att y = 2, sa att alla positiva losningar till ekvationssystemet
ges av x =y = z = t, dér ¢ dr ett positivt (for 6vrigt godtyckligt) reellt tal.

4. Stiaderna A, B och C ar forenade med ett telekabelnit. Om man exempelvis vill
skicka ett meddelande fran A till B tilldelas man antingen en direktlinje mellan A
och B, eller, vid behov, en linje via C. Det finns 43 linjer mellan A och B, inklusive
dem som gar via C, och 29 linjer mellan B och C', inklusive dem som gar via A. Hur
manga linjer kan det finnas mellan A och C' (inklusive dem som gar via B)?

Losning: Beteckna med x antalet linjer mellan A och B som inte passerar C', med y
antalet linjer mellan B och C' som inte passerar A, samt med z antalet linjer mellan
C och A som inte passerar B. Vi har da ekvationssystemet

r+yz = 43,
y+xz = 29.

Vi soker z + zy. Addition respektive subtraktion av de tva ekvationerna ger
(y+z)(z+1) =72,
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och
(y—x)(z—1)=14.

Vi soker de positiva z-viarden for vilka z — 1 dr en delare till 14, samtidigt som
z + 1 ar en delare till 72. Mgjliga sadana z-virden &ar 2,3,8. For z = 8 far vi att
ekvationssystemet har positiva heltalslosningar, x = 3, y = 5, vilket ger z + xy = 23.
For z = 3 far ekvationssystemet y+x = 18, y—x = 7, vilket saknar heltalslosningar.
Slutligen, for z = 2 far vi y + o = 24, y — x = 14, vilket ger y = 19, x = 5, och
z+xy = 97.

Om z = 0, d.v.s. om det inte finns direkta linjer mellan C' och A, leder det till att
det finns 43 - 29 = 1247 (indirekta) forbindelser mellan A och C.

5. Arne och Bertil spelar ett spel pa ett 11 x 11 stort rutbridde. Arne bérjar. Han har
en spelpjis som i spelets borjan ar placerad pa mittrutan. I varje drag flyttar han
pjdsen ett steg horisontellt eller vertikalt. Bertil placerar i varje drag ut en vigg langs
nagon av en valfri rutas fyra sidor. Arne far inte flytta sin pjds genom en vigg. Arne
vinner om han lyckas fly fran briadet, medan Bertil vinner om han lyckas férhindra
att Arne flyr. Vem vinner om det fran borjan inte finns nagra viggar pa spelplanen
och bada spelarna spelar optimalt?

Losning: Vi ska visa att Bertil kan stdnga in Arne i en kvadrat med sidan 11, d.v.s.
att Bertil har en vinnande strategi. Under de fyra forsta dragen kan Arne inte na
fram till randen av kvadraten, sa han kan inte hinna ut ur 11 x 11-bridet i nagot
av sina fem forsta drag oavsett hur Bertil spelar. I de fyra forsta dragen placerar
Bertil ut en vigg vid varje hérn. Efter det finns det ingen ruta ur vilken Arne kan
lamna bradet pa mer dn ett sétt. I alla efterféljande drag finns darfor hogst en vigg
som Bertil méaste sitta upp for att hindra Arne fran att vinna. Bertil har alltsa en
vinnande strategi.

6. Hur manga funktioner f finns det som &r definierade i méngden av alla icke-
negativa heltal, med virden i samma méngd, och sadana att de uppfyller f(0) =
2011, f(1) =111, och

f(max{z +y + 2,2y}) = min{f(z + ), f(zy + 2)},
for alla icke-negativa heltal z, y?

Lésning: (i) Sdtt y = 0. Vi far att f(max{z + 2,0}) = min{f(z), f(2)} < f(2),
for alla x > 3. Ur detta foljer att f(z) < f(2), for alla x > 3, och didrmed att
f(z+2) = f(z), for alla z > 3. For o = 2 far vi ocksa f(4) = min{ f(2), f(2)} = f(2).
(i1) Satt y = 1. Vifar nu att f(z+3) = f(max{z+3,2}) = min{f(z+1), f(x+2)} <
f(z +2), och ser att f(2) > f(3) > f(4) > .... I kombination med (i) ger detta
f2)=fB)=f4)=f06) ="

Vi vet alltsa att f(3) = f(2). Da giller f(2) = f(3) = min{f(1), f(2)}, d.vs.
f(1) > f(2), och vi far

H1>f(2)=fB)=f4)=/f6)=---,



och vi far att f(2) kan viljas pa 112 olika sétt. Det aterstar att visa att alla dessa
sitt verkligen ger funktioner som uppfyller villkoren. Om x > 1 eller y > 1, sa blir
vinsterledet = f(2) = hdogerledet, och man kontrollerar ldtt de aterstaende fyra fallen
(0,0),(0,1),(1,0),(1,1).

Totalt finns alltsa 112 olika funktioner med de efterfragade egenskaperna.



